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Вступ

Сучасний процес розвитку промисловості, будів-
ництва, різних форм транспорту та інших галузей еко-
номіки вимагає створення все більш складних техніч-
них конструкцій. З урахуванням вимог до умов роботи
та ускладнень вони набувають структури, часто скла-
деної з елементів, які відрізняються фізичними пара-
метрами.

Матриця Гріна, побудована для систем еліптичного
типу для дослідження статичного деформування скла-
дених тіл, дозволяє виразити розв’язок крайової задачі
для вказаних систем  вигляді інтегралів від добутку мат-
риці Гріна на вектори правих частин.

Метод побудови матриць типу Гріна є ефективним
інструментом розв’язку задач теорії пружності для скла-
дених тіл довільної геометрії з різними граничними
умовами і умовами з‘єднання секцій. У роботі розра-
хунок напружень та переміщень у зоні локального на-
вантаження між двома прямокутними пластинами,
з’єднаними під довільним кутом між собою та жорстко
затисненими з інших боків, виконано запропонованим
методом.

Матеріали та методика досліджень

Задана складена конструкція з двох прямокутних
пластин, жорстко затиснутих на краях та з’єднаних між
собою під довільним кутом α , який під час деформації
конструкції вважається незмінним. Потрібно дослідити
напружено-деформований стан цієї конструкції під дією
нормального навантаження.

Розв’язок задачі подамо в переміщеннях шляхом
розкладу шуканого розв’язку у вигляді тригонометрич-
них рядів з наступною побудовою матриці типу Гріна
за допомогою врахування як граничних умов жорстко-
го затиснення країв пластин, так і умов з’єднання плас-
тин одна з одною.

Введення для кожної пластини власної прямокутної
декартової системи координат так, як вказано на рисун-

Рис. 1. Складена конструкція з двох пластин, з’єднаних під
довільним кутом

ку 1, дозволяє записати кожну фізичну характеристику
пластин та зв’язок між ними.

Модель пружної рівноваги кожної із пари пластин, з
яких складається конструкція, описується системою
диференціальних рівнянь у переміщеннях [1–2]
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Тут ( ),, nnnn yxUU =  ( ),, nnnn yxVV =  ( ),, nnnn yxWW =  –

проекції вектора переміщень ( ),, nnn yxΨ  на відповідні
осі декартової системи координат кожної пластини,
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праві частини системи рівнянь, що враховують інтен-
сивність зовнішнього поверхневого навантаження та
фізичні характеристики пластини, компоненти інтенсив-
ності навантаження xnq , ynq , znq , nE  – модуль Юнга,

nh  – товщина пластин, nσ  – коефіцієнт Пуассона,

nn μλ ,  – коефіцієнти Ламе, 2
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∂
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=Δ  – диференц-

іальний оператор Лапласа. В записаних формулах і далі
2,1=n  і позначає номер пластинки у складеній конст-

рукції, яка досліджується.
Крайові умови жорстко затиснених країв, де відсутні

прогини і неможливий поворот крайового перерізу
відносно осі ординат, мають вигляд
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Умови з’єднання пластин на межі спільного ребра
можуть бути представлені у вигляді
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де Qnx– поперечні сили відносно осі абсцис, Tnx – роз-
тягувальні сили, які діють вздовж осі абсцис, Snxy – зсувні
зусилля у серединних площинах пластин, Mnx – зги-
нальні моменти відносно осі абсцис.

Причому, їх вирази через похідні вектора зміщень
мають вигляд [3–4]
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Теорія і аналіз отриманих результатів

Розклад кожної функції nnn WVU ,,  і правих частин

відповідно nnn ZYX ,,  системи (1) в тригонометричні

ряди Фур’є дозволяє записати її розв’язок у такому виг-
ляді
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Внаслідок підстановки (5) і відповідних розкладів для
складових векторів зовнішнього поверхневого наванта-
ження у систему (1), одержимо систему звичайних ди-
ференціальних рівнянь з сталими коефіцієнтами
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Крайові умови жорстко затиснених країв (2) після
перетворень приймуть вигляд
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а умови з’єднання пластин (3) – набудуть такого вигля-
ду
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Систему звичайних диференціальних рівнянь зі ста-
лими коефіцієнтами (6) будемо розв’язувати методом
варіації довільних сталих звідки одержимо наступну си-

стему рівнянь з коефіцієнтами ( )11 xС i ,( 8,1=i ), що є
невідомими функціями змінної х1 для  першоїпластини:

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ).

,

,

1
4

11181
3

1117

1
2

11161
1

111511

1
4

11181
3

1117

1
2

11161
1

111511

1
4

11141
3

1113

2
11121

1
111111

xVxCxVxC

xVxCxVxCxV

xUxCxUxC

xUxCxUxCxU

xWxCxWxC

WxCxWxCxW

mm

mmm

mm

mmm

mm

mmm

++

++=

++

++=

++

++=

    (9)

де
( )( ) ( )  , 11
1

1 mxchxW m = ( )( ) ( ),11
2

1 mxshxW m =
( )( ) ( )111
3

1 mxchxxW m = , ( )( ) ( ),11
1

1 mxchxU m =

( )( ) ( )11
2

1 mxshxU m = , ( )( ) ( ),111
3

1 mxchxxU m =

( )( ) ( )111
4

1 mxshxxU m = , ( )( ) ( ),111
4

1 mxshxxW m =

( )( ) ( )11
1

1 mxshxV m −= , ( )( ) ( ),11
2

1 mxchxV m −=

( )( ) ( ) ( ),2
111

1

1
1

3
1 mxshxmxch

mq
qxV m −

+
−=

( )( ) ( ) ( ).2
111

1

1
1

4
1 mxchxmxsh

mq
qxV m −

+
−=

При цьому розв’язок системи (1) отримаємо в виді
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Щоб побудувати аналітичний розв’язок задачі пруж-
ної рівноваги потрібно відшукати невідомі сталі коефі-

цієнти 8742 ,,. nmnmnmnm γγγγ  2,1=n , використовуючичи
умови з’єднання пластин (7), (8).

З умов жорсткого затиснення кожної пластини вип-
ливає, що деякі коефіцієнти системи (11) пов’язані за-
лежністю 2
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потрібні перегрупування доданків відносно функцій
( ) ( ) ( )ξξξ nmnmnm ZYX ,, , можна отримати розв’язок сис-

теми диференціальних рівнянь (1) у вигляді
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Підставляючи отримані вирази в формули (5) оста-
точний розв’язок задачі про статичне деформування
складеної конструкції в умовах нормального наванта-
ження в аналітичному вигляді
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де ( ) ( )ηξΘηξΩ ,,,,,,, nnnnnn yxyx  – шукані матриці
типу Гріна.

Поданий підхід до побудови матриць типу Гріна доз-
воляє отримувати значення необхідних компонент з ви-
сокою точністю.

Результати розрахунку основних характеристик де-
формування розглянутого вище з’єднання двох плас-
тин продемонстровані в графічному вигляді для двох
варіантів зосередженого нормального зовнішнього на-
вантаження, локалізованого у точках з координатами

1A (2,325; 0) на першій пластині, 2A (0,775; 0) на другій

пластині (перший варіант навантаження); 1B (1,55; 0) на
Причому ))(( nxm −ξ=σ .



МОДЕЛЮВАННЯ ПРОЦЕСІВ В МЕТАЛУРГІЇ ТА МАШИНОБУДУВАННІ

ISSN 1607-6885     Нові матеріали і технології в металургії та машинобудуванні №1, 2014         149

першій пластині, 2B (1,55; 0) на другій пластині (другий
варіант навантаження). Ці графіки дозволяють спостер-
ігати вплив з’єднувального ребра складеної конструкції
на її деформівність при різних віддаленнях прикладено-
го навантаження від ребра. Цікаво відзначити, що мак-
симуми нормальних прогинів не співпадають з точка-
ми прикладення навантаження, особливо у випадку B .

Рис. 2. Деформований стан складеної конструкції при
локалізації навантаження в точках А і В
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B Рис. 3. Напружений стан складеної конструкції при
локалізації навантаження в точках А і В
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При розрахунках було прийнято: 5102 ⋅=E МПа;

25,0=ν ;  01,0=h м ; 031,021 == aa м ;  1=m ;
3

21 10== zz qq МПа, 02121 ==== yyxx qqqq , D90=α .
Результати розрахунку основних характеристик де-

формування складеного тіла з двох пластин, жорстко
затиснених на краях, з’єднаних під розгорнутим кутом
при нормальному поверхневому навантаженні за зап-
ропонованим методом порівнювалися з результатами,
отриманими при розв’язанні задачі Леві для пластини,
два протилежних боки якої шарнірно оперті, а два інші –
вільні [6].

Висновки

У роботі сформульовано і розв’язано статичну за-
дачу про напружено-деформований стан складеної кон-
струкції з двох прямокутних пластин,з’єднаних під до-
вільним кутом, жорстко затиснутих на краях методом,
який було запропоновано в роботі [3]. Показано, що
розроблений метод дозволяє ефективно розв’язувати
задачі про напружено-деформований стан складених
конструкцій з пластин, які з’єднані під довільним кутом
і жорстко затиснуті на інших краях. У подальшому роз-
глянуту задачу планується узагальнити на випадок уск-
ладненого навантаження конструкції.
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Рак Л.А. Моделирование деформированного состояния тела, состоящего из двух пластин, соединенных под
произвольным углом с помощью матриц типа Грина

Работа посвящена решению задачи про напряженно-деформированное состояние составной конструкции
из двух пластин, соединенных между собой под произвольным углом и жестко защемленными краями в
перемещениях и дальнейшем построении матриц типа Грина, с учетом граничных условий и условий соединения
пластин.

Ключевые слова: напряженно-деформированное состояние, составная конструкция из двух пластин,
соединенных под произвольным углом, решение в перемещениях, матрица типа Грина.

Rak L. Modeling of static deformation of the complicated constraction with two plate with help the Green’s matrix

The work is devoted to research of strainly-deformed state of the complicated construction. Construction is made
of two plate. Plates are united under an arbitrary angle. Solution is given in the form of trigonometry rows. Green’s
matrix is built for this problem.

Key words: strainly-deformed state, complicated construction with two plate, solved in displaces, Green’s matrix.


